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Eine Klasse von 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. I* 
FRIEDHELM WALDHAUSEN (BORn) 
Objekt dieser Arbeit sind orientierbare kompakte 3-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten, M, mit der Eigenschaft: Es gibt in A~/ein System 
disjunkter Tori, T, so dab jede Komponente yon M-  U(T) hom6omorph 
ist zu einem Faserbfindel mit S 1 als Faser (U(T) bezeichnet ine regul/ire 
Umgebung von T). Wir bezeichnen T als eine Graphenstruktur f/Jr M, 
und M selbst als eine Graphenmannigfaltigkeit (als AnlaB dieser Namens- 
g ebunK kann man .~9 betrachten). 
Es ist f/Jr unsere Zwecke notwendig, eine vorgegebene Graphen- 
struktur zun/ichst in bestimmter Weise zu vereinfachen (dabei wird i.a. 
die Mannigfaltigkeit n eine zusammenh/ingende Summe zerlegt). Eine 
Graphenstruktur, die sich nicht weiter vereinfachen 1/iBt, heil3t redu- 
zierte Graphenstruktur, nd eine Mannigfaltigkeit mit vorgegebener redu- 
zierter Graphenstruktur heiBt reduzierte Graphenmannigfaltigkeit. 
Unser Hauptergebnis t: Ein Hom6omorphismus zwischen ,,hin- 
reichend komplizierten" reduzierten Graphenmannigfaltigkeiten 1/igt 
sich so deformieren, dab er die eine Graphenstruktur auf die andere ab- 
bildet; (8.1). 
Spezielle Graphenmannigfaltigkeiten sind die orientierbaren unter 
den yon SEIFERT in [12] behandelten ,,gefaserten R/iumen" (Kenntnis der 
Seifertschen Arbeit [12] ist ffir das Verst/indnis dieser Arbeit nicht not- 
wendig, aber nfitzlich); unser Ergebnis impliziert, dab jeder Hom6o- 
morphismus zwischen ,,hinreichend komplizierten" orientierbaren gefa- 
serten R/iumen in einen fasertreuen Hom6omorphismus deformiert 
werden kann; (10.1). Die von SEIFERT angegebene Klassifikation der 
gefaserten R~iume gegenfiber fasertreuen Hom6omorphismen 1/iBt sich 
fibertragen auf die Klassifikation yon reduzierten Graphenmannigfaltig- 
keiten gegeniiber solchen Hom6omorphismen, die die Graphenstruktur 
respektieren (w 9); nach dem genannten Ergebnis ist dies ,,i. a." zugleich 
die topologische Klassifikation. 
Die Herleitung des Hauptsatzes beansprucht den gr6Bten Teil der 
Arbeit; man k6nnte sie bezeichnen als eine Anwendung der Theorie 
,,inkompressibler Fl~ichen": 
Sei F ein System yon (orientierbaren kompakten) Fl~ichen in der 
(orientierbaren kompakten) Mannigfaltigkeit M (so dab FnOM=OF); 
* Aus technischen Gr/inden ist die Arbeit in zwei Teile zerlegt. Der zweite Teil 
enth/ilt die Paragraphen 6-- 10. 
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keine Komponente von F sei eine 2-Sph~ire. Der Terminologie von W. 
HnKEN folgend nennen wir F inkompressibel in M, wenn folgendes gilt: 
Ist D ein 2-Element in M, so dab D nF=dD, dann gibt es ein 2-Element 
in F, dessen Rand ebenfalls dD ist. 
Es gilt der (fast riviale) Satz: Sei M eine irreduzible Mannigfaltigkeit. 
Seien Fund G F1/ichensysteme in M (so dab Fn  a M = d Fund G n a M = 
dG); sei F isotop so deformiert worden, dab der Durchschnitt FnG 
mSglichst klein ist. Sei U(G) eine (beziiglich F kleine) regul~ire Umgebung 
yon G, und sei 5~=(M-U(G)). Dann gilt: Ist Finkompressibel in M, 
dann ist Fn /~ inkompressibel in ~r; (1.9.1). 
Wir benutzen diesen Satz, um inkompressible F1/ichen zu klassifizieren, 
insbesondere auch, um die Nicht-Existenz unerw/inschter inkompres- 
sibler F1/ichen achzuweisen; die Situation ist dabei folgende: M ist eine 
Mannigfaltigkeit, die uns interessiert. In M finden wir ein System yon 
(nicht notwendig inkompressiblen) F1/ichen, G, so dab jede Komponente 
yon J~/I=~M-U(G)) eine Mannigfaltigkeit ist, deren inkompressible 
F1/ichen wir bereits kennen. Es gentigt dann, dab wir auf der Suche nach 
inkompressiblen Fl~ichen in M ~iberhaupt nur solche Fl~ichen beachten, 
deren Durchschnitt mit 5~ ein in M inkompressibles Fl~ichensystem ist.
Typische F~lle sind folgende: 
a) Mist ein Vollring; G ist eine Meridianfl~iche; Mist ein 3-Element. 
b) M ist ein S~-Bfindel, dM=~r Gist ein System von Kreisringen; 
ist ein Vollring. (w 2). 
c) M ist eine Graphenmannigfaltigkeit, yon der wir bereits wissen, 
dab sie irreduzibel ist; Gist die Graphenstruktur; jede Komponente von 
/~ ist ein S1-B~indel. (w 7). 
(Der Nachweis, dal3 eine gegebene Mannigfaltigkeit irreduzibel ist, 
ist per definitionem der Nachweis, dab es in dieser Mannigfaltigkeit 
keine inkompressible 2-Sph~ire gibt; er wird mit ganz/ihnlichen wie den 
soeben skizzierten Argumenten gef/ihrt.) 
Seien nun M und N Graphenmannigfaltigkeiten, und sei q~: N ~ M 
ein Hom6omorphismus. Wir suchen in N eine inkompressible F1/iche F 
(die eine Komponente der Graphenstruktur ist oder auch nur in enger 
Beziehung zu der Graphenstruktur steht). Es ist dann q~ (F) eine inkom- 
pressible Fl~iche in M, und aus unserer Kenntnis der inkompressiblen 
Fl/ichen in M k6nnen wir schliel3en, dab t# so deformiert werden kann, 
dab hinterher jedenfalls F ,,schSn" abgebildet wird. Der Beweis des 
Hauptsatzes besteht in einem induktiven Argument dieser Art. - Die 
soeben mit F bezeichnete inkompressible F1/iche in N braucht nicht immer 
zu existieren; dab sie existiert, ist i.w. unsere Bedingung, dab N ,,hin- 
reichend kompliziert" sei. 
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Da eine Graphenmannigfaltigkeit ats Randfl~ichen ur Tori haben 
kann, gibt es sicherlich nur ,,sehr wenig" Graphenmannigfaltigkeiten. 
Tats~ichlich gibt es aber noch viel weniger: Sei z.B. k eine Knotenlinie in 
der 3-Sph/ire; k habe keinen ,,Begleitknoten" im Sinne yon SCn-tJBERT [11]. 
Ist das Komplement einer offenen Umgebung yon k eine Graphen- 
mannigfaltigkeit, dann ist k ein Torusknoten. 
Es sei noch auf eine Beziehung zur Funktionentheorie hingewiesen: 
Ist X ein komplexer Raum der komplexen Dimension 2, und ist x ein 
normaler singul/irer Punkt in X, dann besitzt x eine Umgebung, die 
hom6omorph ist zum Kegel fiber einer 3-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit. Diese 3-Mannigfaltigkeit ist eine Graphenmannigfaltigkeit, [8], [10]. 
Ich mSchte Herrn Dr. EPSTEIN far Diskussionen danken, die f/~r das Zustande- 
kommen dieser Arbeit sehr n/itzlich waren. 
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0. Notationen und Verabredungen 
Semilinearer Standpunkt. Mannigfaltigkeiten, Fl~ichen, usw. haben 
eine feste semilineare Struktur. Hom6omorphismen, Einbettungen, usw. 
sind semilineare Abbildungen. Zum Beispiel bezeichnen wir mit ,,einfach- 
geschlossene Kurve" eine semilineare Einbettung der 1-Sph~ire. 
Eine Mannigfaltigkeit ist eine orientierbare kompakte 3-dimensionale 
Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand. Sie ist i.a. zusammenh[ingend; ur 
werden wir manchmal ,,System yon Untermannigfaltigkeiten" abkiJrzen 
durch ,,Mannigfaltigkeit". 
Eine Fliiche ist eine zusammenhfingende kompakte 2-dimensionale 
Mannigfaltigkeit mit oder ohne Rand. Sie ist i. a. orientierbar; die einzigen 
nicht-orientierbaren Fl[ichen treten als Basisr~tume oder hSchstens als 
Schnitte von Faserr[iumen auf. - Wird der Zusammenhang nicht be- 
hauptet, so sprechen wir von einem System yon Fliichen. 
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Untermannigfaltigkeiten undregul~ire Umgebungen sind kompakt. 
Eine reguldre Umgebung ist immer ,,hinreichend klein"; eine typische 
Konstruktion ist die folgende: Sei X eine Mannigfaltigkeit oder Fliiche, 
und Yein Unterraum von 7(. Seien Z I . . . . .  Z n die s~imtlichen (kompakten) 
Unterr/iume von X, die bereits in der Argumentation erw~ihnt wurden. 
Wir w~ihlen eine (endliche) Triangulation von X, in der Y und Z1, ..., Zn 
Unterkomplexe sind. Der geschlossene Stern von Y in der zweiten bary- 
zentrischen Unterteilung dieser Triangulation ist dann eine regul~ire 
Umgebung von Y. 
Ist X ein System von n-Mannigfaltigkeiten, dann bezeichnet aX das 
System der Rand-(n- 1)-Mannigfaltigkeiten von 7(. 
Wird yon einer ,,Fl?iche F in der Mannigfaltigkeit M" gesprochen, und 
geht nicht aus dem Zusarnmenhang das Gegenteil hervor, so ist F n a M = OF. 
Sprechen wir yon einer ,,Fliiche F in M oder aM",  so erlauben wir 
zus~itzlich, dab F eine Randkomponente yon M oder eine (zusammen- 
h/ingende kompakte) 2-Untermannigfaltigkeit von a Mist. 
Ein System yon Fliichen in M oder O M besteht aus endlich vielen 
paarweise punktfremden Komponenten. 
Ein Hom6omorphismus f :  X ~ Y ist surjektiv, sofern nicht ausdr~ck- 
lich ein anderes Bild als Y angegeben wird. 
Eine isotope Deformation von X ist eine niveauerhaltende Abbildung 
h:Xx I~Xx I ,  so dab auf jedem Niveau h lXxt=ht  ein HomSomor- 
phismus von X auf X ist, und dab h o =id. Wir werden ,,isotope Defor- 
mation" oft abk/irzen durch ,,Deformation". 
Unterr/iume Yt und Y2 in X heil3en isotop, wenn es eine isotope De- 
formation yon X gibt, ht, t~l, so dab hi(Y1)= Y2. 
Seien Fund G F1/ichen in M oder ~M; es sei Fc~G=aF=8G.  Fund 
G heiBen parallel, wenn es eine F1/iche H und eine Einbettungf: H x 1--r M 
gibt, so dab f (H  x O) = Fund f (H  x 1 w a H x I) = G. (Sind F und G 
parallel, so gibt es auch eine E inbet tungf ' :Hx l~M,  so daBf ' (Hx 0 
wOHxI )=Fundf ' (Hx  1)= G.) 
Eine Fl~tche F in M heil3t rand-parallel, wenn es eine zu F parallele 
Fl~iche F' in d M gibt. 
FiJr Kurven und B6gen in einer Fl~iche sind die Begriffe ,,paraUel" 
und ,,rand-parallel" analog definiert. 
Sei M eine Mannigfaltigkeit und F ein System von Fl~ichen in M. 
Wir werden h~ufig die (m6glicherweise nicht zusammenh~ingende) Man- 
nigfaltigkeit M zu betrachten haben, die entsteht, wenn ,,M an F auf- 
geschnitten" wird. Wir k6nnen uns M vorstellen als eine Mannigfaltig- 
keit, die zwei Kopien von Fin ihrem Rand enth~ilt, so dab wir M erhalten, 
wenn wir diese beiden Kopien identifizieren; (F wird immer zweiseitig 
sein). Meistens ist es aber bequemer, M als Untermannigfaltigkeit vonM 
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anzusehen: Dazu setzen wir M=(M-U(F ) ) ;  dabei st U(F) eine regu- 
l~ire Umgebung von F in M. 
Sei G ein weiteres System yon Fl/ichen in M. G sei in allgemeiner Lage 
bezfiglich F, (d. h. Fc~ G bestehe aus paarweise punktfremden infachge- 
schlossenen Kurven und einfachen BSgen, deren Endpunkte ina M liegen; 
jede Schnittlinie sei Durchsetzungslinie. - Wir werden sp/iter h/iufig all- 
gemeine Lage annehmen, auch ohne es explizit zu sagen: Allgemeine 
Lage 1/iBt sich 2mmer herstellen mit Hilfe einer beliebig kleinen Defor- 
mation eines der beiden Systeme.) Beim Aufschneiden von M an F zu 
entsteht dann aus G ein Fl~ichensystem G in ~r. (In der andern Formu- 
lierung: Die regul/ire Umgebung U(F) wird klein beztiglich G gew/ihlt; 
es ist dann G=Gn]~.)  - Im Gegensatz zu ~r h/ingt natfirlich G sehr 
stark davon ab, ob und wie F vor dem Aufschneiden deformiert wurde. 
Eine Aussage wie ,,die Kurve k ist homolog zur Kurve l" bezieht sich 
auf die von k und l repr/isentierten Zyklen in der Homologie ines k und 
l enthaltenden Raumes (der angegeben wird, wenn ein Zweifel m6glich 
ist); Koeffizienten sind ausnahmslos die ganzen Zahlen. Werden k und 1 
nicht als orientierte Kurven angegeben und ist es nicht aus irgendeinem 
Grunde selbstverst/indlich, dab yon orientierten Kurven die Rede ist, 
dann bedeutet ,,homolog": homolog bis evtl. aufs Vorzeichen. 
Es wird oft von ,,dem" S1-Bfindel fiber einer Fl~iche F, OF:~f), z.B. 
dem MSbiusband, die Rede sein: Wir betrachten nur solche S1-Bfindel, 
die orientierbaren Totalraum haben, und von diesen gibt es fiber einer 
berandeten Fl/iche bis auf ,~quivalenz ur eines. 
Die folgenden Symbole werden im angegebenen (und nur in diesem) 
Sinn benutzt: 
I=  [0, 1] Einheitsintervall 
D 2-Element 
E 3-Element 
U(...) regul~ire Umgebung yon ... 
,,Abgeschlossene Hfille" und ,,Inneres" bezeichnen wir in der fiblichen 
Weise; bei l~ingeren Ausdrficken schreiben wir (...) und (...), bzw. 6(...). 
Eckige Klammern bezeichnen abgeschlossene Intervalle, Literatur- 
hinweise und Homologieklassen. 
Die folgenden Begriffe sind an folgenden Stellen definiert: ,,vertikal", 
,,horizontal" in (2.5); ,,irreduzibel" in (1.7); ,,reduziert" in (6.2). 
1. Inkompressible Fliichen 
(1.1) Sei M eine Mannigfaltigkeit, und F ein System yon Fl~ichen in 
M oder ~M. F heiBt ,,kompressibel in M", wenn einer der beiden folgen- 
den F/ille vodiegt: 
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o 
(1.1.1) Es gibt eine einfach-geschlossene Kurve k in F, die nicht ein 
2-Element in F berandet, und eine Einbettung des 2-Elements D in M, so 
o o 
daB DcM und Dc~F=k. 
(1.1.2) Es gibt eine Einbettung des 3-Elements E in M, so daB Ec~ F 
=aE.  
(1.2) Sei M eine Mannigfaltigkeit, G ein System von Fliichen in 8 M, 
und F ein System von F1/ichen in M. F heiBt ,,rand-kompressibel in M 
bezftglich G", wenn einer der beiden folgenden Falle vorliegt: 
(1.2.1) Es gibt einen Bogen l in F, der nicht zu einem Bogen in 8F 
parallel ist, und eine Einbettung des 2-Elements D in M, so dab 
Dn(FuG)=SD,  
und DnF=L 
(1.2.2) Es gibt eine Randkurve yon F, die ein 2-Element in G berandet. 
Ist F nicht kompressibel in M, so nennen wir F,,inkompressibel in M". 
Besteht kein Zweifel fiber die Mannigfaltigkeit, so werden wir statt 
,,inkompressibel in M"  auch ,,inkompressibel" sagen. 
Ist F nicht rand-kompressibel in M bez/iglich G, so nennen wir F 
,,rand-inkompressibel in M bezi~glich G". Wenn G =8 Mist, so werden wir 
dies abkfirzen durch ,,rand-inkompressibel in M".  Besteht auBerdem 
kein Zweifel fiber die Mannigfaltigkeit, so werden wir kurz ,,rand- 
inkompressibel" sagen. 
(1.3) Lemma. Sei F ein inkompressibles System yon Flil'chen in M oder 
8 M. Jede Randkurve yon F, die ein 2-Element in O M berandet, berandet 
ein 2-Element in F. 
Beweis. Seien D1, D2 . . . .  , D, die s/imtlichen Komponenten von F, 
die 2-Elemente sind. Auf dem Rande einer regul~tren Umgebung 
U(O Mw D1 w ... u Dn) 
- -  o 
sei G die Teilfl~iche G=(Mc~8 U). Angenommen, es gabe Randkurven 
von F, die in 8M, aber nicht in F ein 2-Element beranden: Sei k eine 
innerste yon diesen, und sei F' die k enthaltende Komponente von F. 
Es folgt, dab F kompressibel ist, da die nachst k liegende Schnittkurve 
aus F'  c~ Gauf  G ein 2-Element berandet, das F sonst nicht trifft. 
(1.4) Lemma. Sei F ein System von Fliichen in dem 3-Element E. Jede 
Komponente yon F, die ein 2-Element ist, ist parallel zu zwei 2-Elementen 
in dE, und ist insbesondere and-kompressibeL Gibt es eine Komponente yon 
F, die nicht ein 2-Element ist, dann ist F kompressibel. 
Beweis. zu 1) Es folgt aus dem Schoenflies-Satz, [1], dab E yon einem 
2-Element in zwei 3-Elemente zerlegt wird. Die Behauptung folgt nun 
daraus, dab zwei 2-Elemente D und D' in OE, mit Dc~D'=SD=SD' ,  
parallel sind. 
314 F. WALDnAUSEN :
zu 2) Es genfigt, den Beweis ffir den Fall zu ffihren, dab keine Kom- 
ponente van F ein 2-Element ist. - Ist jede Komponente van F eine 
2-Sph~ire, so folgt aus dem Schoenflies-Satz, dab es eine innerste gibt, auf 
die (1.1.2) zutrifft. 
Sei also F'  eine Komponente, die keine 2-Sph~ire (und kein 2-Element) 
ist. Ist 0F'+~), so ist F nach (1.3) kompressibel. Ist aF '=O, so ist nach 
dem verallgemeinerten Satz van Alexander, [4], F'  kompressibel: Es gibt 
also ein 2-Element D in E, mit DnF '  =OD, so dab aD nicht ein 2-Ele- 
ment auf F'  berandet. Nach einer kleinen Deformation van D, falls 
notwendig, besteht D n F aus paarweise disjunkten einfach-geschlossenen 
Kurven. Gibt es 2-Elemente in F, deren Rand eine solche Schnittkurve 
ist, so sei D' ein innerstes van diesen: Wir ersetzen dutch D' das van OD' 
auf D berandete 2-Element und heben D' van F ab; die Anzahl der 
Schnittkurven D n F wird dabei kleiner. - Ist keine der Schnittkurven 
Rand eines 2-Elements auf F, dann zeigt irgendeine auf D innerste, dab 
(1.1.1) zutrifft. 
(1.5) Lemma. Sei M eine Mannigfaltigkeit, und sei F ein System van 
Fliichen in M oder aM. Fist  genau dann inkompressibel, wenn jede Kompo- 
nente van F inkompressibel ist. 
Beweis. Eine Richtung ist trivial; wir beweisen die andere, indem wit 
die beiden F~ille (1.1.1) und (1.1.2) nachprfifen: Sei F '  eine Komponente 
van F; F'  sei kompressibel. Zu zeigen ist, dab F kompressibel ist. 
zu (1.1.1): Der Beweis ist identisch mit einem Argument aus dem 
Beweis van (1.4). 
zu (1.1.2): ]st F'  = O E, und/~ n F~ 0, so folgt die Behauptung aus (1.4). 
Eine /ihnliche Situation wie in dem folgenden Lemma werden wir 
noch oft antreffen: In der Mannigfalfigkeit M sind Fund G zwei Systeme 
van F1/ichen, die einander in allgemeiner Lage schneiden. U(F) ist eine 
regul/ire Umgebung van F, die klein ist beziiglich G. 5~r ist die Unter- 
mannigfaltigkeit (M-  U(F)), und in M is t  G das Fl~ichensystem ~rn G. 
(Urn umst~ndliche Formulierungen zu vermeiden, lassen wir bier zu, dab 
M unzusammenh/ingend ist.) 
(1.6) Lemma. In der Mannigfaltigkeit M sei F ein System van Fliiehen 
und S eine inkompressible 2-Sphiire. S sei so gewiihlt, da~ die Anzahl der 
Sehnittkurven S n F m6gh'chst klein ist. Dann ist S = S n M inkompressibel 
m 3~r =(M-  U(F)). 
Beweis. Die Behauptung sei falsch: Dann gibt es ein 2-Element D in 
M, so dab D n S = O D kein 2-Element auf S berandet. Auf S berandet 
O D zwei 2-Elemente, D Iund  D2. D u D j, j=  1, 2, ist eine 2-Sph~tre, die 
kleineren Durchschnitt mit F hat, und daher naeh Voraussetzung fiber 
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S ein 3-Element Ej berandet. Es ist 8Elc~OE2=D, und entweder 
o o 
E 1 n E 2 =~), oder, etwa, E 1 cEz .  Es folgt, dab S entweder das 3-Element 
E 1 u E2 oder das 3-Element (E2 - El) berandet. 
(1.7) Definition. Die Mannigfaltigkeit M heil3t ,,irreduzibel", wenn 
es in M keine inkompressiblen 2-Sph~iren gibt. 
(1.8) Satz. In der Mannigfaltigkeit M sei F ein System inkompressibler 
Fliiehen. M = (M-  U (F)) ist genau dann irreduzibel, wenn M irreduzibel ist. 
Beweis. 1) /~ sei nicht irreduzibel. Dann gibt es eine 2-Sph~ire im 
Innern yon 34, die in )~r kein 3-Element berandet. Angenommen, sie 
berandete in M das 3-Element E: Das hieBe aber, dab im Innern von E 
eine geschlossene Komponente von F 1/ige, und nach (1.4) w/ire F nicht 
inkompressibel. 2) M sei nicht irreduzibel, Es sei Seine inkompressible 
2-Sph~ire in M, deren Durchschnitt mit F aus m6glichst wenig disjunkten 
einfach-geschlossenen Kurven besteht. Wit haben zu zeigen, dab S n F= ~; 
angenommen, es sei S n F#: ~. Unter den Schnittkurven gibt es solche, die 
auf S innerste Schnittkurven sind. Da F inkompressibel ist, gibt es also 
Schnittkurven, die auf F ein 2-Element beranden. Sei D ein 2-Element in 
F, das von einer Schnittkurve berandet wird, und in dessem Innern keine 
Schnittkurve liegt: Die Existenz von D ffihrt zu einem ~ihnlichen Wider- 
spruch wie in (1.6). 
(1.9) Satz. Die Mannigfaltigkeit M sei irreduzibel. F und G seien zwei 
Systeme yon Fliiehen in M. G sei inkompressibel in M, und G sei so defor- 
miert, daft Fc~ G aus m6gliehst wenig einfaehen Kurven und B6gen besteht. 
Es sei ~/ I=(M-  U(F)), und G=GnM.  Dann gilt: 
(1.9.1) Gist inkompressibel in ffl. 
(1.9.2) Keine berandete Komponente yon G ist parallel zu einer Teil- 
fl&'he yon ~ f4 -  8 M). 
(1.9.3) Es ist m6glich, daft G rand-kompressibel zi~glich (O f4 -a  M) 
ist : Aber wenn das so ist, dann liegen die beiden Endpunkte ines definieren- 
den Bogens in derselben Randkurve yon G. 
Beweis. zu 1) Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es 
im Innern yon M ein 2-Element D, so daB D c~ G--0D kein 2-Element in 
berandet. Da G inkompressibel in Mist, berandet 0D ein 2-Element D' 
in G. Die 2-Sphere D u D' ist, da M irreduzibel ist, Rand eines 3-Elements 
E in M. Also k6nnen wir G so deformieren, dab alle auf D' liegenden 
Schnitte mit F versehwinden und dab neue nicht hinzukommen, im 
Widerspruch zur Voraussetzung. 
zu 2) F ist zweiseitig in M; das Weitere ist offensiehtlich. 
zu 3) rand-kompressibel naeh (1.2.2) ffihrt auf den vorigen Fall, da 
F inkompressibel und M irreduzibel ist. - Also nehmen wir an, es gibt 
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ein 2-Element D in ]~r, so da]3 Dn(Gu0/~ r) =OD und dab Dn (~=l ein 
Bogen ist, dessen Endpunkte in verschiedenen Randkurven yon (~ liegen. 
Es gibt dann eine Deformation von G in der N~ihe von D, deren Effekt 
ist, dab l bei festgehaltenen E dpunkten fiber D nach D n O 3,~, und noch 
ein biBchen weiter wandert; dabei wird die Anzahl der Schnittkurven 
G n 8 U(F) verringert. Da nach Voraussetzung Fund G einander in allge- 
meiner Lage schneiden, und da U(F) klein ist bezfiglich G, folgt, dab es 
eine Deformation yon G gibt, so dab die Anzahl der Schnittkurven G n F 
verringert wird, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
(1.10) Lemma. Sei M eine irreduzible Mannigfaltigkeit. Jede Rand- 
fliiche yon M sei ein Torus. In M sei G eine inkompressible FEiche; G sei 
nicht ein 2-Element; G sei rand-kompressibel. Dann ist G ein rand-paralleler 
Kreisring. 
Beweis. Da G inkompressibel ist und nicht ein 2-Element, ist keine der 
Randkurven von Gauf  8M zusammenziehbar. SeialsoD ein 2-Element, 
so dab Dn(GuOM)=OD und dab DnG=I  ein nicht rand-paralleler 
Bogen in Gist. 
1. Fall. Beide Endpunkte yon l liegen in der Randkurve k yon G. Seien 
k~ und k2 Kurven in G, so dab es eine Umgebung von k u l in G gibt, 
deren Rand k u ki u kz ist, und seien k] und k~ Kurven in 0 M, die analog 
durch k und D n O M definiert sind. k, kl, k~ sind gegenseitig punkffremde 
Kurven auf einem Torus, die zusammen beranden: Es folgt, dab min- 
destens eine von ihnen, etwa k~, ein 2-Element D[ auf 8M berandet; es 
ist knD'l =0, da k kein 2-Element berandet. - Indem wir, grob ge- 
sprochen, D~ mit D zusammensetzen, finden wir ein 2-Element D~ im 
Innern yon M, so dab D~ n G=ki. Da G inkompressibel ist, berandet 
k~ ein 2-Element auf G, und es folgt, dab im Gegensatz u unserer 
Annahme I rand-parallel ist. 
2. Fall. Die Endpunkte yon l liegen in den Randkurven k und k'. k und 
k' sind disjunkt und nicht zusammenziehbar, sie beranden daher zwei 
Kreisringe auf 0 M; sei G' derjenige, der D n 8 M enth/ilt. Da keine Rand- 
kurve von G ein 2-Element auf 8M berandet, ist GnG'=k~3k'. Sei 
U(G'u D) eine regul/ire Umgebung von G 'u  D in M. Der Durchschnitt 
G n O U(G'u D) besteht aus genau einer Kurve. Sie berandet ein 2-Ele- 
ment in O U und daher auch in G. Die Eulersche Charakteristik von 
Gn U(G'u D) ist -1 ,  also hat G die Charakteristik 0. Da G orientierbar 
ist, ist G folglich ein Kreisring. Sei nun U(D) eine regul/ire Umgebung 
von D in M. Wir betrachten die 2-Sph/ire, die zusammengesetzt ist aus 
dem Kreisring ((Gu G')-U(D)) und den von seinen Randkurven auf 
0 U(D) berandeten 2-Elementen. Da M irreduzibel ist, berandet diese 
2-Sph/ire in 3-Element in M: Es folgt, dab G und G' parallel sind. 
Eine Klasse von 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. I 317 
2. Inkompressible Fl/ichen in Sl-Biindeln 
(2.1) Definition. Ein Vollring ist hom6omorph zu D xS  1. -- Ein 
rand-inkompressibles 2-Element in einem Vollring heil3t,,Meridianfliiche". 
Wird D • S 1 aufgeschnitten a D xy, y~S 1, so entsteht ein 3-Element. 
Ein 2-Element ist inkompressibel: also folgt aus (1.8), dab ein Vollring 
irreduzibel ist. 
(2.2) Lemma. In dem Vollring M seien F und G zwei Systeme yon 
Meridianfldichen, die gleich viele Komponenten haben. Dann gibt es eine 
Deformation yon M, die F in G ftberfi~hrt. 1st 8F~FnG,  dann kann die 
Deformation so gewiihlt werden, daft sie auf 8 M konstant ist. 
Beweis. 1) Seien F 1 . . . . .  F, und G 1 . . . . .  Gn die Komponenten yon F 
und G. Es ist ker(H 1 (8 M)~H1 (M)) frei zyklisch. Also folgt, dab die 
8Fj in 8M paarweise parallel sind, ebenso die 8Gj; und die OF] sind 
isotop in 8M zu den 8 Gj. Daher gibt es eine Deformation von F, so dab 
o 
hinterher 8Fc~G=SF=SG,  dab ferner U(SM)nFnG=O f/Jr eine 
Umgebung von aM, und dab Fn  G aus einfach-geschlossenen Kurven 
besteht. - War bereits zu Anfang 8Fc  Fc~G, dann kann die Defor- 
mation so gew/ihlt werden, dab sie auf 8M konstant ist. 
2) Sei k eine Schnittkurve aus Fc~ G. Sei D das von k in G berandete 
2-Element; sei k so gew~ihlt, dab/9 nF=r  k berandet ein 2-Element D' 
in F. D u D' ist eine 2-Sph~ire und Rand eines 3-Elements E in M. 
o 
a) kcG:  Wir deformieren Fso,  dab D' =D wird, und heben dann ab; 
das geht mit einer Deformation in einer Umgebung von E. Dabei ver- 
schwinden die Schnitte yon D' mit G, insbesondere k. 
b) k ~ 8 G: Wir deformieren F so, dab D' =D wird. Das geht mit einer 
Deformation, die konstant ist auf ~M, und die frfihere Normierungen 
des Typs (b) nicht st6rt. 
(2.3) Lemma. Sei M ein Vollring. G sei eine inkompressible Fliiche in 
M; G sei nicht ein 2-Element. Dann ist G ein rand-paralleler Kreisring. 
Beweis. Sei F eine Meridianfl/iche in M. Da 8 M ein Torus ist, k6nnen 
wir G so deformieren, dab seine Randkurven 8F ,,monoton" schneiden, 
d.h. dab ffir eine Randkurve k von G die Anzahl der Schnittpunkte k n OF 
gleich ist dem Betrag der Schnittzahl yon k und 8 F in 8 M. AnschlieBend 
deformieren wir G so, wie im Beweis von (1.9) beschrieben, dab GnF 
aus m6glichst wenig einfachen Kurven und B6gen besteht. Das kann die 
Situation in 8 M nicht wesentlich/indern, dader Effekt wiire, die Anzahl 
der Schnittpunkte 8 G n 8F zu verringern, was nicht geht. - Es ist nicht 
m6glich, dab G n F=0,  da dann G ein 2-Element sein m/iBte. Keiner der 
Schnitte G c~ F is t  eine geschlossene Kurve, da eine auf F innerste nach 
(1.9.1) auf G ein von weiteren Schnitten freies 2-Element beranden rn~Bte, 
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und da dies wiederum parallel w/ire zu einem Teil von F, im Widerspruch 
zu (1.9.2). - Ffir eine Kurve in aM ist die Schnittzahl in M mit dem 
relativen 2-Zykel F bis evtl. aufs Vorzeichen gleich der Schnittzahl in 
8M mit OF: Also ist keiner der B6gen GnF rand-parallel in G. Ein auf 
dem 2-Element F/iuBerster dieser B6gen zeigt nun, dab G rand-kompres- 
sibel ist. Die Behauptung folgt aus (1.10). 
(2.4) Lemma. In dem Vollring M seien G 1 . . . .  , G, und G'I . . . .  , G" zwei 
Systeme yon Kreisringen. Es sei OGicG jnG~, j= I  . . . . .  n. Eine Rand- 
kurve dieser Kreisringe habe mit der Randkurve iner Meridianfliiche die 
Schnittzahl eins. Dann gibt es eine auf 8 M konstante Deformation, die die 
Gj in die G) i~berffthrt. 
Beweis. Sei F eine Meridianfl~iche..~hnlich wie im vorangegangenen 
Beweis erreichen wir, dab die Durchschnitte Fn  G] und Fn  Gj. je aus 
genau einem Bogen bestehen. Das kann so gemacht werden, dab in der 
N/ihe von 8M nur F bewegt wird und nicht die G] und Gj. Da es ffir 
jedesj nur je einen Bogen Fn  G~ und Fn  Gj gibt, haben die B6gen Fn  G] 
und Fn  Gj dieselben Endpunkte (an dieser Stelle wird die Bedingung 
fiber die Schnittzahl wirklich ausgenutzt). Also k6nnen wir die Gj so 
deformieren, dab Gj n U(F)=Gin  U(F) in einer Umgebung U(F) von 
F in M. Betrachten wir nun M=(M-U(F) )  und die Gj=GjnM und 
(~j =G~ c~ M, so sehen wir, dab unsere Frage zurfickgeffihrt ist auf die 
Frage, ob in einem 3-Element zwei Systeme von 2-Elementen mit gemein- 
samem Rand ineinander fibergef/ihrt werden k6nnen mit Hilfe einer 
Deformation, die auf dem Rand konstant ist. 
(2.5) Definition. Mit,,p : M ~ B" bezeichnen wir eine Mannigfaltigkeit, 
die als S1-Bi~ndel mit B ats Basisraum und p als Bi~ndelprojektion gefasert 
ist. B ist eine kompakte, nicht notwendig orientierbare 2-Mannigfaltigkeit 
mit oder ohne Rand. 
Ein Unterraum X in M heiflt ,,vertikal", wenn X=p-1  (p(X)). 
Ein Unterraum X in M heiflt ,,horizontal", wenn p IX eine Einbettung ist. 
(2.6) Lemma. p: M ~ B sei ein SI-Bi~ndeL B sei nicht das 2-Element. 
Dann ist ~ M inkompressibel. 
Beweis. Sei zun~ichst B orientierbar. Da 8B+O, ist M ein Produkt- 
biindel, M=B x S~,. Da B nicht das 2-Element ist, ist fiir eine Randkurve 
k yon B, ker (H l (k )~Hl (B) )=O,  also ist f/Jr eine Randfl~iche K von 
M ebenfalls ker(H I (K) ~ Hx (M)) =0. K ist ein Torus, daher H1 (K) 
nl (K); also ist ker(nl (K) ~ nl (M)) =0. 
Ist B nicht-orientierbar, dann sei B' die zweibl/ittrige orientierbare 
Oberlagerungsfl/iche; B' ist kein 2-Element. Es gibt ein B/indelp': M'  ~ B', 
so dab M'  eine zweibl/ittrige Oberlagerung von M ist und dab das often- 
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sichtliche Diagramm kommutativ ist. Da ein rand-inkompressibles 2- 
Element in M geliftet wfirde zu einem rand-inkompressiblen 2-Element 
in M', ist damit dieser Fall auf den vorigen zurfickgeffihrt. 
(2.7) Lemma. p: M ~ B sei ein SI-Biindel. B sei nicht die 2-Sphiire 
oder projektive Ebene. Dann ist M irreduzibel. 
Beweis. Sei zun/ichst M geschlossen, dann gibt es nach unserer Voraus- 
setzung fiber B in B eine einfach-geschlossene zw iseitige Kurve k, die 
nicht ein 2-Element in B berandet. Es folgt aus (2.6), dab der Torus 
p- l (k)  inkompressibel in Mist.  Mit (1.8) ist daher die Behauptung auf 
den Fall OM~:f~ zurtickgeffihrt. 
Sei also OM+r Seien q ,  ..., c, disjunkte B6gen in B, die B in ein 
(und nur ein) 2-Element aufschneiden, (ej n 0 B-- 0 ei). Sei Cj =p-  1 (c~). 
Das System yon vertikalen Kreisringen C= C~ t_J o.-- w C, ist inkompres- 
sibel in M. Denn sei etwa D ein 2-Element in M mit DnC=~D und, 
etwa, OD in C,. W/ire ~D nicht Rand eines 2-Elements auf C,, dann w/ire 
es parallel zu den Randkurven yon C,, also k6nnten wir D mit einem der 
Teile yon C, -OD zusammensetzen zu einem rand-inkompressiblen 
2-Element in M, im Widerspruch zu (2.6). - Sei U(C) eine regul~ire 
Umgebung yon C in M; U(C) sei vertikal. Dann ist ]~r=(M-U(C))  
ein S1-Bfindel fiber dem 2-Element, also ein Vollring. ~r ist irreduzibel 
nach der Bemerkung (2.1), daher M nach (1.8). 
(2.8) Satz. p: M ~ B sei ein S1-Biindel. B sei nicht die 2-Sphiire oder 
projektive Ebene. 
G sei ein System yon inkompressiblen (orientierbaren) Fliichen in M. 
Keine berandete Komponente yon G sei rand-parallel. 
Dann gibt es eine isotope Deformation, nach deren Aus.fi~hrung entweder 
(2.8.1) oder (2.8.2) gilt: 
(2.8.1) G ist vertikal. Insbesondere ist jede Komponente yon G ein 
Kreisring oder Torus. 
(2.8.2) p[ Gist eine Oberlagerungsabbildung. 
Beweis. Wir behandeln zun/ichst den Fall OM+ft. - Die Normierung 
yon G gesehieht in mehreren Schritten. 
1. Sehritt. In der N/ihe von 0 M wird G so deformiert, dab O G straff- 
gezogen wird; das Resultat k6nnen wir folgendermaBen beschreiben: 
Die Randfl~iche K von M sei dargestellt als Quotientenraum der Eukli- 
dischen x, y-Ebene nach dem Gitter mit ganzzahligen Koordinaten, und 
zwar so, dab die Projektion p [ K fiberlagert wird yon der Projektion auf 
die x-Achse. Dann wird jede Kurve G ~ K von einer Geraden tiberlagert. 
2. Schritt. Sei C ein inkompressibles System yon vertikalen Kreis- 
ringen wie im Beweis yon (2.7); (wir nehmen im folgenden an, dab C ~ r 
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dab also M kein Vollring ist). Wir reduzieren den Durchschnitt G c~ C mit 
Hilfe der in (1.9) beschriebenen Deformationen. Da O G c~ 8 C sicher nicht 
mehr verkleinert werden kann, k6nnen diese Deformationen so gew/ihlt 
werden, dab sie auf 8M nichts/indern. Es folgt aus (1.9), dab es dann in 
G c3 C keine Schnittkurve gibt, die auf Coder  G ein 2-Element berandet. 
Wir behaupten welter: 
Ist l ein Bogen aus G c~ C, so liegen die Endpunkte yon l in verschiedenen 
Bandkurven yon C. - Denn sei die Behauptung falsch. Dann sei D das 
2-Element in C mit 8 D ~ l w O C. Wenn n6tig, gehen wir zu einem andern 
lund andern D fiber, es gilt dann D n G = l. Nach (1.10) und einer unserer 
Voraussetzungen ist G rand-inkompressibel in M. Daher gibt es ein 
2-Element D' in G mit 8D'c luSG.  Da D'nC keine geschlossenen 
Kurven enth/ilt, gibt es ein 2-Element D" in D', so daB D"n  (Cu  8M)  
=SD"  und dab D"c~ C ein einziger Bogen ist. D" kann nicht Meridian- 
fl~iche sein in dem aus M durch Aufschneiden an C entstehenden VoU- 
ring, da es C nur in einem Bogen trifft: Das zeigt aber, daB die Nor- 
mierung aus dem ersten Schritt nicht vollst~indig ist. 
3. Schritt. Nach dem vorigen Schritt besteht G c~ C nut aus geschlos- 
senen Kurven (im Innern von C), die zu Randkurven von C parallel sind, 
und aus B6gen, die nicht rand-parallel sind. Also k6nnen wir G so 
deformieren, dab G c~ C bei festgehaltenem G n 8 C straffgezogen wird. 
Hinterher besteht G n C aus vertikalen geschlossenen Kurven und aus 
horizontalen B6gen. 
4. Schritt. Sei U(C) eine (bez/iglich G kleine) regul~ire Umgebung von 
C in M. U(C) sei vertikal. Sei M=(M- -U(C) ) ,  und sei G=Gn~r .  
Die Normierung aus dem dritten Schritt sei auf U(C) ausgedehnt: 
G c~ U(C) besteht dann aus vertikalen Kreisringen und aus horizontalen 
2-Etementen. 
Nach (1.9) und (2.3) ist jede Komponente von G entweder ein 2-Ele- 
ment oder ein Kreisring. War jede Randkurve von G vertikal oder war G 
geschlossen, so ist jetzt jede Randkurve von G vertikal, und G besteht 
daher nur aus Kreisringen; da es in ~t sicher ein System vertikaler Kreis- 
ringe gibt zu vorgegebenem vertikalen Randsystem, ist in diesem Falle 
mit (2.4) die Behauptung bewiesen. 
Wir nehmen also im folgenden an: es gibt eine Randkurve von G, die 
in OM nicht homolog ist zu einer vertikalen Kurve. Es gibt also eine 
Randkurve k von G, die nicht vertikal ist. Nach den Normierungen im 
ersten und dritten Schritt rifft k die Kreisringe M c~ U(C) und 8 M ~ 8M 
nur in horizontalen BSgen. Daraus folgt, dab k nicht homolog null ist in 
81~. Dasselbe gilt ffir alle andern Randkurven von t~, die nicht vertikal 
sind; da 8 ~r ein Torus ist und da die Randkurven einander nicht schnei- 
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den, gilt es fiir aUe Randkurven yon G. Folglich sind die Randkurven von 
in O AI s~imtlich untereinander parallel. - Wir behaupten weiter: 
Jede Komponente yon G ist ein 2-Element, also eine Meridianfliiehe in 
A4. - Denn sei etwa L ein Kreisring. Nach (2.3) ist L parallel zu einem 
Kreisring L' in 0 A4. Sei 7 eine vertikale Kurve im innern eines der Kreis- 
tinge A~ c~ U(C), und sei l eine Komponente yon 7 c~ L'; list ein nicht rand- 
paralleler Bogen in L'. Da Lund L' parallel sind, gibt es ein 2-Element 
D in A~ mit D c~ (L w L') = 0 D und D n L' =l. Gibt es unter den Schnitten 
D n G geschlossene Kurven, so sind sie zusammenziehbar auf(~, also k6n- 
nen wir eine auf G innerste aufsuchen und das yon ihr auf D berandete 
2-Element ersetzen durch das yon ihr auf G berandete 2-Element; also 
dfirfen wir annehmen, es gibt keine. Wegen der Wahl yon l und der 
Normierung von 0 G kann kein Bogen D c~ G rand-parallel auf G sein: 
Wir suchen einen l zun~ichst liegenden dieser B6gen auf und finden, dab 
r rand-kompressibel zfiglich A~ n U(C) ist, im Widerspruch zu (1.9.3). 
p ist bereits lokal hom6omorph auf G c~ (U(C) u OM), insbesondere 
auf O G. Da eine vertikale Kurve auf 0M mit der Randkurve einer 
Meridianfl~iche die Schnittzahl eins hat, miissen die Randkurven von 
(~ sogar horizontal sein. Also k6nnen wir ein System yon horizontalen 
Meridianfl~chen finden, dessen Rand 0 Gist. Und nach (2.2) ist G iso- 
top zu diesem System unter einer Deformation, die auf 0 M konstant ist. 
Sei nun M gesehlossen. Sei K ein inkompressibler vertikaler Torus in 
M wie in (2.7). Sei G so deformiert, dab G n K aus m6glichst wenig einfach- 
geschlossenen Kurven besteht. AnschlieBend werde G so deformiert, 
dab dabei G c~ K in K straffgezogen wird, analog dem ersten Schritt oben. 
Sei U(K) eine vertikale regul~ire Umgebung von K in M (klein bezfig- 
lich G). Sei lV I=(M-U(K) ) ,und  G=GnM.  
Nach (1.9) sind wir mit M und G genau in den Voraussetzungen ffir 
den berandeten Fall. Da bei der Normierung yon G in M jetzt der erste 
Schritt entf~illt, bleibt 0 G bei den Deformationen yon G fest, d.h. aber, 
dab wit gerade die gewfinschte Normierung von G in M erhalten. 
(2.9) Satz. Sei p: M- ,  B ein Sa-Bfmdel, Sei B orientierbar. G sei ein 
System von Fliichen in M, Es sei p I G lokal hom6omorph, G' sei eine Kom- 
ponente yon G. p [ G' habe die Bliitterzahl ~. 
Dann gibt es eine (semilineare) Abbildung H: M • S 1 ~ M mit folgen- 
den Eigenschaften (dabei werde die 1-Sphiire S 1 identifiziert mit den reellen 
Zahlen modulo den ganzen Zahlen) : 
(2.9.1) HI x x Sl, fiir x e M, ist ein Hom6omorphismus yon S 1 auf die x 
enthaltende Faser. 
(2.9.2) H(y)=HI  M x y, fi~r yeS  l, ist ein Hom6omorphismus yon M 
auf M. 
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(2.9.3) t I  ist additiv in y, d.h. H(y  I + y2)=H(y l )o  H(y2). 
(2.9.4) H (1/~) [G' erzeugt die Decktransf ormationengruppe fi~r piG'. 
(2.9.5) Eine Bi~ndelprojektion yon Mauf  die 1-Sphiire (die diesmal 
identifiziert wird mit den reellen Zahlen modulo 1/a) ist dadurch definiert, 
daft einem Punkt x in M genau dann die Restklasse y mod. 1/~ zugeordnet 
wird, wenn xeH(y)  (G'). 
(2.9.6) Siimtliche Komponenten yon G sind Fasern der in (2.9.5) defi- 
nierten Faserung. 
Beweis. Sei co die Anzahl der Komponenten yon G. Die Anzahl der in 
einer Faser liegenden Punkte von G hfingt nicht yon der Faser ab; sie 
ist = co ~. Wir orientieren M und B: Dann ist eine Orientierung der Fasern 
eindeutig definiert. Wir schneiden M an G auf; M zerf[illt dadurch in 
Schichten, in denen die Faserung yon M eine Faserung als Linienbfindel 
mit orientierten Fasern, also als Produktbfindel induziert. 
Wir parametrisieren diese Linienbfindel als G"x  [0, (coot)-1], wobei 
G" x 0 die ,,untere" Randfl/iche sei. 
Ffir x e G" und 0 < y < (co ~)- 1 definieren wir H(y) (x x O) = x x y. 
Wegen (2.9.3) ist dann H wohldefiniert. - Die fibrigen Eigenschaften 
folgen unmittelbar aus der Konstruktion. 
(2.10) Lemma. Sei M das Produktbi~ndel iiber einer gelochten 2- 
Sphiire. M habe m + 1 Randfliichen. 
Fund G seien inkompressible Fliichensysteme in M, die zum Typ 
(2.8.2) geh6ren. 
In jeder der ersten m Randfliichen yon M seien die darin liegenden 
Randkurven yon Fund G zueinander homolog. 
Dann gibt es eine Deformation yon F, nach deren Ausfi~hrung Fn  G =f). 
(2.11) Folgerung. Jede Komponente yon F is t  isotop zu jeder Kompo- 
nente yon G. - Denn nach (2.10) dfirfen wir annehmen, dab Fund G dis- 
junkt sind, dab also FuG ein F1/ichensystem vom Typ (2.8.2) ist: Die 
Deformation wurde in (2.9) angegeben. 
Beweis yon (2.10). Da die Komponenten von F bzw. die yon G unter- 
einander parallel sind, (2.9), k6nnen wir ohne Einschr/inkung der All- 
gemeinheit annehmen, dab Fund G nur je eine Komponente haben. 
Ein Argument aus dem Beweis zu (4.2), (,,e ist das kleinste gemeinsame 
Vielfache von je n -  1 der ej"), zeigt, dab die beiden l~berlagerungen p I F
und p I G yon B gleiche B1/itterzahl haben. 
Wir gehen zuriick in den Beweis von (2.8), nach dem dritten Nor- 
mierungsschritt. T1. . . .  , Tr, + x seien die Randflgchen von M. Wir k6nnen 
uns das System der vertikalen Kreisringe C= Ca u . . .  u Cm so gew/ihlt 
denken, dab je eine Randkurve von Cj in Tj und Tj+I liegt. 
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Sei nun F bereits so deformiert, dab 
FnGn(T1uC1uT2u. . .uC j_2uT j_ I ) - -~O 
ffir ein j<=m, und dab in Tj_ 1 je zwei benachbarte Randkurven yon G 
durch eine Randkurve yon F getrennt werden. Da Tj zu den ersten m 
Randfl~ichen yon M geh6rt, sind die in Tj liegenden Randkurven yon F 
und G zueinander isotop; da F und G gleiche Bl~ttterzahl fiber B haben, 
liegen in T i also auch gleich viele Randkurven yon F und G. Folglich 
k6nnen wir durch eine ,,vertikale" Isotopie (d.h. eine solche, die jeden 
Punkt nur innerhalb seiner Faser bewegt) yon Fin der N/ihe yon C j_ 1 w Tj 
erreichen, dab (zus~itzlich zur Induktionsvoraussetzung) gilt: Die in T i 
liegenden Randkurven yon F und G sind zueinander punktfremd und 
trennen sich gegenseitig, und einer der B6gen Fc~ Cj_ 1 ist punktfremd zu 
G. Mit einem ,,K~istchenargument" folgt nun, dal3 die Endpunkte der 
fibrigen B6gen Fn  C j_ 1 so liegen, dab wir eine vertikale Isotopie yon F 
in der N~he yon Cj_ 1, aber konstant auf 0 Cj_ 1, finden k6nnen, so dab 
schlieBlich F n G n (T 1 u C1 U T 2 u "" U Cj_ 1 L3 Tj) =0. 
Mit demselben Argument k6nnen wit ffir T,, + 1 schliel3en, sobald wir 
wissen, dab eine in Tm+ 1 liegende Randkurve k von F in T,,+ 1 homolog 
ist zu einer in T,,+ 1 liegenden Randkurve lvon G. - Angenommen k und 
l seien nicht homolog, dann haben sie yon null verschiedene Schnittzahl. 
Wir orientieren Fund G und versehen die Randkurven mit der induzierten 
Orientierung. Dap [ Fund p[ G I~berlagerungen si d, sind die Homologie- 
klassen [F~ Tm+ 1 ] und [G c~ T,, + 1] yon null verschiedene Vielfache von 
[k] bzw. [/], also [Fc~T,,+d . [Gr~T,.+I]#0, (Schnittzahl in T,,+I). Es 
folgt, dab auch die Schnittzahl in 8M, [Fc~ T,,+ 1]" [t3 G] nicht null ist; 
die ist abet bis h6chstens aufs Vorzeichen gleich der Schnittzahl von 
[Fc~ T,,+ 1]~HI(M) mit [G]eH2(M, 8 M). Da ffir j<m der Durchschnitt 
Fc~ G n Tj leer ist, ist die letzte Schnittzahl gleich der von [8F]~H1 (M) 
mit [G] ~ H2 (M, 8 M), die ist aber gleich null. 
Gehen wit wieder in den Beweis yon (2.8) zurfick, so sehen wir, dab 
unser Problem reduziert ist auf folgende Aufgabe:/~ und G seien Systeme 
von Meridianfl/ichen i einem Vollring M; es sei 8FnSG=O.  Dann sei 
ff bei festgehaltenem Rand so zu deformieren, dab G nicht mehr getroffen 
wird. - DaB das geht, folgt aus (2.2). 
3. Das S l-Biindel fiber dem Miibiusband 
In diesem Paragraphen ist p: M~B das Produktbfindel fiber der 
3-fach gelochten 2-Sph/ire. Die Randfl~ichen von M bezeichnen wir mit 
Sei G eine Fl~iche in M mit den Eigenschaften: p ig  ist einr zwei- 
bl~ittrige Oberlagerung; in T1 und T 2 liegt je eine Randkurve yon G; in 
T3 liegen zwei Randkurven yon G. (Es gibt unendlich vide, paarweise 
22* 
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nicht isotope F1/ichen dieser Art in M; wir nehmen irgendeine.) (~ ist eine 
4-fach gelochte 2-Sphare. 
Wir konstruieren die Mannigfaltigkeit Q folgendermagen: Seien V 1 
und V2 Vollringe. Wir kleben V 1 und V z an M an, indem wir 0 V~ so mit 
Tj, j= l ,  2, identifizieren, dab die Kurve Gc~Tj zusammenf~illt mit der 
Randkurve iner Meridianfl/iche yon Vj. 
Aus jedem der Vj kleben wir eine Meridianfl/iche an G an, und erhal- 
ten so die Fl~iche G in Q; Gist ein Kreisring. 
(3.1) Lemma. Q ist hom6omorph zu dem S1-Bi~ndel mit orientierbarem 
Totalraum fiber dem M6biusband. 
Beweis. Nach (2.9) ist M ein Bfindel fiber S 1 mit G als typischer Faser. 
Diese Faserung induziert eine Faserung der O V: durch Meridiankurven, 
und diese wiederum k6nnen wir erweitern zu einer Faserung der Vj durch 
Meridianfl/ichen. Dutch Zusammensetzen der Fasern erhalten wir eine 
Kreisring-Faserung yon Q fiber S a (mit G als typischer Faser). Es gibt 
nur zwei Kreisring-Btindel fiber S ~ mit orientierbarem Totalraum: Das 
eine l~iBt sich in natfirlicher Weise fasern als S1-Bfindel fiber dem M6bius- 
band, das andere ats S~-Bfindel fiber dem Kreisring. Q ist nicht das letz- 
tere, da Q nur eine Randfi~iche hat. 
In B sei k ein Bogen, dessen Endpunkte in p(T3) liegen, und der 
p(T1) und p(T2) trennt. Sei K der Kreisring K=p- l (k)  in M. Bei der 
Einbettung yon M in Q wird K zu einem Kreisring in Q. 
(3.2) I.emma. Sei F eine inkompressible Fliiche in Q; F sei nicht rand- 
parallel. Dann ist F ein Kreisring, und Fist entweder isotop zu dem Kreisring 
K oder zu dem Kreisring G. 
Beweis. Nach (3.1) und (2.7) ist Q irreduzibel. Daher k6nnen wir (1.9) 
anwenden, indem wir annehmen, dab Fn  (T1 t_) Tz) aus m6glichst wenig 
Kurven besteht. 
t. Fall. F liegt in M. Da F nicht alle Randfl~ichen von M trifft, ist es 
vom Typ (2.8. I), also in M isotop zu einem vertikalen Torus oder Kreis- 
ring. Ein vertikaler Torus in Mist  parallel zu T~ oder T z oder 7'3: Die 
beiden ersten Typen sind kompressibel in Q, der dritte Typist rand-parallel 
in Q. Ein vertikaler Kreisring in M, dessen Rand in T3 liegt, ist entweder 
isotop zu K oder rand-paratM in M und afortiori n Q. 
2. Fall. Fn  (T~ u 7"2) # O. Nach (1.9) sind die Fl~ichensysteme Fc~ V 1 
in V1 und Fc~ V2 in I:2 inkompressibel und nicht rand-parallel, sie be- 
stehen nach (2.3) aus Meridianfl~ichen. Es ist also einerseits ff=Fc~ M 
zusammenhgngend, andererseits jede Kurve ff c~ Tj~in Tj homolog zu 
einer Kurve Gc~ T~, f f i r j=l ,  2. Nach (2.11) ist also F in M isotop zu G: 
Wit ffihren die Deformation aus, und kfnnen sie dann wegen (2.2) auf 
die Fc~ Vj ausdehnen. 
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(3.3) Lemma. Sei p' : M '~ B' das S~-Bfmdel i~ber dem M6biusband. 
Bis auf lsotopie gibt es genau zwei nkompressible undnicht rand-parallele 
Fliichen, F1 und F2, in M'.  
F1 ist ein vertikaler Kreisring; F 1 zerlegt M'  nicht. 
p' I F2 ist eine zweibliittrige (Jberlagerung; die Randkurven yon F 2 sind 
horizontal; 1:2 zerlegt M'.  
Unter dem Hom6omorphismus (3.1) entspricht F 1 dem Kreisring G aus 
(3.2), und F 2 dem Kreisring K aus (3.2). 
Es gibt eine Einbettung yon B' als Schnitt in M'. Dabei ist O B' bis auf 
lsotopie eindeutig bestimmt, (unabhiingig auch davon, wie M'  als S 1- 
Bi~ndel ftber dem M6biusband gefasert ist). O B' ist isotop zu den Randkurven 
port F 2 . 
Beweis. Wegen (3.2) gen~igt es, die Existenz yon F l und Fz nachzu- 
weisen. - Der inkompressible vertikale Kreisring F 1 wurde im Beweis 
zu (2.7) angegeben; er ist nicht rand-parallel, da er nicht zerlegt. - Man 
konstruiert M' am bequemsten aus dem cartesischen Produkt eines 
Streifens mit der 1-Sph/ire, indem man den Streifen zum M6biusband 
schlieBt und dabei den S1-Faktor spiegelt: Das liefert den Schnitt gleich 
mit. Sei also B' als Schnitt in M'  eingebettet. Sei U(B') eine regul/ire 
Umgebung yon B' in M'.  Es sei dann F 2 =(a U(B ' ) -dM' ) .  F2 ist inkom- 
pressibel nach dem Argument aus dem Beweis zu (2.7). Ware F2 parallel 
zu einem Kreisring in d M',  dann berandete FE zusammen mit diesem 
Kreisring einen Vollring, und es g~ibe in diesem Vollring eine Meridian- 
fl/iche, die Fz in nur einem Bogen tr~ife: Das ist aber hier nicht m6glich, 
da die Inklusionen H~ (F2) ~ H1 (U(B')) und H~ (F2) ~ H~ ( (M ' -  U(B'))) 
beide den Index 2 haben. - Eine Faser in ~3 M'  trifft ~ F 2 in zwei Punkten; 
da sie beide Randkurven trifft, sind die Randkurven horizontal. 
DaB FI dem Kreisring G aus (3.2) und F z dem Kreisring K aus (3.2) 
entspricht, folgt daraus, dab F~ und G nicht zerlegen, und dab Fz und K 
zerlegen. 
Nach Konstruktion yon F2 ist ~ B' in 0 M'  isotop zu den Randkurven 
yon Fz. Da jede Einbettung yon B' als Schnitt in M' (auch als Schnitt 
zu einer andern Faserung) einen Kreisring vom Typ F 2 liefert, und da Fz 
bis auf Isotopie eindeutig bestimmt ist, folgt die Behauptung fiber 3B'. 
(Aber es gibt zwei Einbettungen yon B' als Schnitt in M',  die nicht einmal 
homotop sind.) 
4. Planare Fl~ichen in Sl-Biindeln 
(4.1) Definition. Eine Flfiche heiBt ,,planar", wenn sie das Geschlecht 
0 hat, d.h. wenn sie in die 2-Sphfire ingebettet werden kann. 
(4.2) Lemma. p: M ~ B sei ein S1-B~ndel. Es sei B nicht die 2-Sphiire, 
die projektive Ebene oder das 2-Element. 
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F sei eine inkompressible und nicht rand-parallele Flgiche in M. F sei 
planar. Dann gibt es eine Deformation yon F, so daft hinterher einer der 
drei f olgenden Fiille vorliegt : 
(4.2.1) F is t  ein vertikaler Kreisring. 
(4.2.2) B ist die (mehrfach) gelochte 2-Sphi#e. M hat n Randfliichen, 
und es gibt n - 2 Randfliichen yon M, so daft die darin liegenden Randkurven 
yon F horizontal sind. 
(4.2.3) B ist die (mehrfach) gelochte projektive Ebene, undjede Rand- 
kurve yon F ist  horizontal 
Beweis. Wir dfirfen annehmen, dab F von einer der beiden in Satz (2.8) 
beschriebenen Formen ist. Die erste ist oben aufgeffihrt, also nehmen wit 
an, piE:  F~ B ist eine ~berlagerung. 
p IF  hat endliche B1/itterzahl. HI (O F) ~ HI (F) ist surjektiv, da F 
planar ist. Also hat HI (O B) ~ HI (B) endlichen Cokern; mit anderen 
Worten: Die Fl~iche, die aus B durch Ausffillen der L6cher mit 2-Elemen- 
ten entsteht, hat endliche 1. Homologiegruppe; sieist daher eine 2-Sph/ire 
oder projektive Ebene. 
Wir behandeln zun~ichst den Fall, da$ B eine mindestens dreifach 
gelochte 2-Sph~ire ist. 
Die 0berlagerung P lF: F~ B ist regular. Die Decktransformationen- 
gruppe ist zyklisch, ct sei die Ordnung. Da Z,, die zyklische Gruppe der 
Ordnung ~, eine abelsche Gruppe ist, ist p IF :F~B bis auf Aquivalenz 
gekennzeichnet durch den Homomorphismus//1 (B) ~ Z,, den wir durch 
Faktorisieren von zx(B)~Z,  erhalten; dieser Homomorphismus i t 
surjektiv. 
Mit aj bezeichnen wir diej-te Randkurve von B, j= 1, ..., n, und mit 
demselben Symbol das von aj repr/isentierte Element von H 1 (B). Bei 
geeigneter Orientierung der aj gilt dann: 
n l  (B),~{al, ..., as; al + ".. +as=0}. 
Mit ~ bezeichnen wir die Anzahl der fiber aj liegenden Randkurven 
von F. yj teilt ~, und ~j =~/?j ist die Ordnung, mit der aj von einer dar/iber- 
liegenden Randkurve yon F iiberlagert wird. 
Sei dj das Bild von aj unter dem Homomorphismus HI (B)~Z, .  Die 
von as erzeugte Untergruppe hat die Ordnung ctj und den Index ?j. 
H1 (B) wird von je n -  1 der aj erzeugt, daher Z, von je n -  1 der dj. 
Daher haben keine n -  1 der )'s einen von 1 verschiedenen gemeinsamen 
Teiler, oder mit anderen Worten: ~ ist das kleinste gemeinsame Vielfache 
von je n -  1 der a s. 
Unsere Behauptung ist zun~ichst, da$ ffir mindestens eine Randfl~iche 
von M die darin liegenden Randkurven yon F horizontal sind; das ist 
/iquivalent zu der Behauptung, dab a s = 1 f/Jr mindestens ein j. 
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Bezeichne Z die Eulersche Charakteristik. Es ist )~(F)=e)~(B)= 
c~(2-n), andererseits z (F )=2- (Anzah l  der Randkurven yon F )= 
2-(71 + "'" + 7,), also 0~(n-2)+2-~]7~ =0. 
Sei zun~ichst n>4, undes  werde angenommen, daB ~i>l ,  also 
7j < ~/2 ffir alle j. Es folgte, dab ~ (n -  2) + 2 -  ~ 7j" > ~ (n -  2) + 2 -  n ~/2 = 
~(n/2- 2) + 2 > 0, was der obigen Gleichung widerspricht. 
Ffir n = 3 lautet die Gleichung: Yl + 72 + 7a = ~ + 2. Nach dem oben 
Gezeigten sind die 7j paarweise teilerfremd. Da 7j Teiler von ~ ist, folgt 
71 72 73 ~ 0~, und schlieBlich 7~ + 72 + 73 --> 717z 73 + 2. Nachprfifen zeigt, 
dab diese Ungleichung nur erffillbar ist, wenn mindestens zwei der 7j, 
etwa 71 und 72 = 1 sind. Es ist also 1 + 1 + 73 = 0~ + 2; daher ~3 = ~/73 = 1. 
Die vollst/indige Behauptung folgt jetzt durch Induktion fiber die 
Anzahl der Randft/ichen: indem wir die Randfl~iche, deren Existenz wir 
soeben nachgewiesen haben, in der richtigen Weise mit einem Vollring 
verschlieBen, F dutch Meridianfl/ichen aus diesem Vollring erg/inzen, und 
nun die Induktionsvoraussetzung a wenden. 
Sei nun B die gelochte projektive Ebene. Hat M nur eine Randfl/iche, 
so ist unsere Behauptung bereits in (3.3) bewiesen. M babe also die Rand- 
fl~ichen I"1, ..., T,, n > 2. Seien C1, ..., (7,_ ~ disjunkte vertikale Kreisringe 
in M, so daB je eine Randkurve yon Cj in Tj und Tj+ 1 liegt. Sei 
N=U(T1uCl uTzw...uC,_l uT,) 
eine vertikale regul~ire Umgebung. N, mit der yon M induzierten Fase- 
rung, ist das Produktbfindel fiber der (n+ 1)-lath gelochten 2-Sph/ire; 
(M-N)  ist das S1-Bfindel fiber dem M6biusband. 
Wir wenden Satz (1.9) auf Fan, indem wir annehmen, dab der Durch- 
schnitt mit der F1/iche Nc~(M-N)=8~M-N) aus m6glichst wenig 
Kurven besteht. Nach (3.3) besteht dann Fc~(M-N) aus Kreisringen, 
deren Randkurven in O(M-N) entweder isotop zu vertikalen oder zu 
horizontalen Kurven sind. Sind diese Kurven isotop zu vertikalen Kurven, 
so zeigt eine Anwendung von (2.8) auf Fc~ N, dab die OF in 0 M isotop zu 
vertikalen Kurven sind, und Nachschauen i (2.8) zeigt, dab Fin M isotop 
zu einem vertikalen Kreisring ist. 
Also nehmen wir an, die Fc~ 8(M-N)  sind horizontal: Ist nun eine 
Komponente von Fc~ N nicht isotop in N zu einer horizontalen F1/iche, 
so trifft das auch ffir alle andern zu, da Fn  Nin Nein Fl~ichensystem vom 
Typ (2.8.2) ist; also hat in diesem Falle jede Komponente yon Fc~N 
rnindestens zwei in Nc~ (M-N) liegende Randkurven. 
Schauen wir nun nach, wie F aus den Teilen Fc~ N und den Kreisringen 
Fc~ (M-  N) zusammengesetzt ist, so finden wir zwei M6glichkeiten: Ent- 
weder wir beginnen mit einer Komponente aus Fc~ N, h~ingen an sie einen 
Kreisring aus Fc~ (M-  N) an, an diesen wieder eine andere Komponente 
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aus FnN,  daran einen andern Kreisring aus Fc~(M-N) ,  usw. ohne 
Ende: Oder aber, irgendwann sind alle in Nc~ (M-N)  liegenden Rand- 
kurven der benutzten Teile wirklich aufgebraucht, dann hat aber F 
sicher nicht das Geschlecht O. 
5. Hom~morphismen yon Sl-Biindeln 
(5.1) Lemma. Sei C ein Kreisring. C sei auf zwei Arten als S1-Bi~ndel 
gefasert, d.h. es seien Bi~ndelprojektionen 
gibt es eine isotope Deformation ~,  O<=z 
in die andere i~berfi~hrt; die Deformation 
auf 0 C konstant ist. 
pj: C ~ I gegeben, j = 1, 2. Dann 
<= 1, yon C, die die eine Faserung 
kann so gewiihlt werden, daft sie 
Beweis. Da es nur ein S1-Bfindel fiber I gibt, gibt es einen Hom6omor-  
phismus q~: C ~ C, der die eine Faserung in die andere fiberffihrt; Pl o r 
=h.  Wir k6nnen q~ so w/ihlen, dab r [ 0 C =id[8 C. Unter der Bedingung 
~o[OC=id[SC ist ffir einen Bogen l, tier die beiden Randkurven von C 
verbindet, eine ,,Schnittzahl" von l mit r definiert. Wir k6nnen ~o so 
w/ihlen, daB diese Schnittzahl null ist. r ist dann in die Identit/it defor- 
mierbar mit einer Deformation, die auf 8C konstant ist. Wir setzen 
~1 = ~0, und nehmen als ~ die inverse der soeben erw/ihnten Deformation. 
(5.2) Lemma. Ist ein Toms auf zwei Arten gefasert, und ist eine Faser 
k der einen Faserung homolog zu einer Faser k' der andern Faserung, so 
gibt es eine Deformation des Torus, die die eine Faserung in die andere 
i~berfi~hrt. 
Beweis. Wir deformieren die zweite Faserung so, dab k =k' ,  schneiden 
dann an k auf, und wenden (5.1) an. 
(5.3) Lemma. Sei der Vollring V auf zwei Arten als S1-Bi~ndel gefasert, 
aber so, daft die induzierten Faserungen auf 0 V i~bereinstimmen. Dann gibt 
es eine auf 0 V konstante isotope Deformation yon V, die die eine Faserung 
in die andere i~berfi~hrt. 
Beweis. Es gibt einen Hom6omorphismus r V~V,  der die eine 
Faserung in die andere fiberffihrt. Go kann so gewghlt werden, dab 
r l O V=id[ 8 V. (.) Es gibt dann eine auf 0 V konstante isotope Defor- 
mation von r in die Identit/it. Mit dieser Deformation ffihren wir die 
zweite Faserung in die erste fiber. 
Beweis yon (.). Sei F eine Meridianfliiche in V. Nach (2.2) gibt es eine 
auf O V konstante Deformation von q~, so dab r Es gibt dann 
weiter eine auf 0 V konstante Deformation von q~, die auf F eine Defor- 
mation von ~o [F nach id[ F induziert. - Schneiden wit nun V an F auf, 
so ist unser Problem darauf zurfickgeffihrt, ob ein Hom6omorphismus 
eines 3-Elements auf sich, der auf dem Rande die Identit~it ist, in die 
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Identit~it deformierbar ist mit einer auf dem Rande konstanten Defor- 
mation. 
(5.4) Bemerkung. Lemma (5.3) bleibt richtig, wenn man die Worte 
,,als S1-B~ndel '' ersetzt durch ,,im Seifertschen Sinne". - Im Beweis hat 
man nut die Klassifikation yon S~-Bfindeln fiber dem 2-Element zu 
ersetzen durch die Tatsache, dab im Seifertschen Sinne gefaserte Vollringe 
dann fasertreu hom6omorph sind, wenn es einen Hom6omorphismus 
der Randfl~ichen aufeinander gibt, der Fasern in Fasern und Meridian- 
kurven in Meridiankurven tiberffihrt, [12], S. 153-154. 
(5.5) Satz. p:M--*B und p': M ' -*B '  seien S1-Bi~ndel. B oder B' sei 
nicht: 2-Sphdre, projektive Ebene, 2-Element oder Kreisring. Von den 
Biindeln fiber dem Torus sei S ix  S ix  S 1 ausgeschtossen, und yon den 
B~ndeln i~ber dem Kleinschen Schlauch dasjenige, das einen Schnitt besitzt. 
q): M ~ M'  sei ein Hom6omorphismus. 
Dann gibt es einen Hom6omorphismus ~ : M --* M'  mit den Eigenschaften 
a) ~, ist isotop zu ~o. 
b) Es gibt einen Hom6omorphismus p(~): B~ B', so daft p 'o~= 
p(~)op; mit anderen Worten: ~ bildet jede Faser auf eine Faser ab. 
Beweis. Sei zun/ichst 0M+r 
Sei C ein System vertikaler Kreisringe, so dab M von C in einen Voll- 
ring aufgeschnitten wird. Keine Komponente yon C ist kompressibel oder 
rand-parallel (das erste im Beweis zu (2.7) gezeigt, das zweite ist klar, da 
C nicht zerlegt). Also ist auch keine Komponente von q~(C) kompressibel 
oder rand-parallel in M'. Daher k6nnen wir q~ so deformieren, dab ~o(C) 
vertikal wird: Ist M' nicht das S1-Bfindel fiber dem M6biusband, so 
folgt das unmittelbar us (4.2); ist M' dieses Bfindel (und dann aus Homo- 
logiegrfinden auch M), so zeigt (3.3), dab ein vertikaler Kreisring nur auf 
einen zu einem vertikalen isotopen abgebildet werden kann. 
Wir wenden un (5.1) an auf die Kreisringe q~(C) und auf die Kreis- 
tinge, in die 0M'  dutch ~p(0C) zerschnitten wird, und finden, dab die 
durch ~0 fibertragene Faserung deformiert werden kann in die durch die 
Einbettung induzierte Faserung, dutch eine Deformation dieser Kreis- 
ringe, die auf ~o(0C) konstant ist. 
Da es eine Deformation yon ~0 gibt, die die gerade beschriebene 
Deformation yon q~(Cw O M) induziert, und da wir die Normierung auf 
eine Umgebung erweitern k6nnen, haben wir: Es gibt eine Deformation 
von ~o, nach deren Ausffihrung ~p jede Faser aus einer vertikalen Um- 
gebung U(C w 0 M) auf eine Faser abbildet (d. h. auf eine Faser der durch 
die Einbettung von ~o(U(Cu a M)) in M' induzierten Faserung). 
Zum Schlul3 wenden wir (5.3) an und absorbieren die Isotopie in eine 
Deformation von q~. 
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Sei M geschlossen. Da B nicht die 2-Sph/ire oder projektive Ebene ist, 
gibt es in M einen nicht-zerlegenden vertikalen Torus T; nach (2.6) ist 
T inkompressibel. 
1. Fall. q~(T) ist in M' nicht isotop zu einem vertikalen Torus. Nach 
(2.8) dfirfen wir annehmen, dab p'l~p(T) eine Oberlagerung ist. Folglich 
ist B' ein Torus oder Kleinscher Schlauch. 
Sei T' ein nicht-zerlegender vertikaler Torus in M'. Von den Kreis- 
ringen, in die ~o(T) durch T' zerschnitten wird, sei F einer. Die Kurven 
9F sind parallel in T';  sie sind nicht vertikal. 
Das Biindel M'  k6nnen wir beschreiben durch eine Verklebung der 
Randfl~ichen yon T' x I, also durch einen Isomorphismus H~(T') 
H1 (T'). Sei z s, z 2 ein Erzeugendensystem von Hs (T'), dabei sei z 1 die 
Homologieklasse einer orientierten Faser. Dann hat der Isomorphismus 
die Form (z~, z2)--' (~z~, ez2 +bz~), mit 5= + 1, bzw. -1 ,  wenn B' der 
Torus bzw. der Kleinsche Schlauch ist; b ist eine ganze Zahl. Die Existenz 
des Kreisrings F zeigt, dab b =0, dab also M'  eines der ausgeschlossenen 
Biindel ist. -Um M zu bestimmen, betrachten wir ~p- 1 (T'), und schlie- 
Ben (m6glicherweise erst im 2. Fall), dab auch M eines der ausgeschlos- 
senen B/indel ist. 
2. Fall. qg(T) ist in M'  isotop zu einem vertikalen Torus. Wir f0hren die 
Deformation aus. Ist die durch cp nach ~p(T) transportierte Faserung 
nicht isotop zu der von M' induzierten, so folgt aus der f/Jr berandete 
B/indel bereits bewiesenen Behauptung, dab die aus M' durch Auf- 
schneiden an ~p(T) erhaltene Mannigfaltigkeit nur Torus x Intervall sein 
kann. Wie im ersten Fall folgt, dab M' eines der verbotenen B/indel ist. 
Also nehmen wir an, dab die beiden Faserungen auf q~(T) fiberein- 
stimmen. Wir schneiden M und M'  an T und r (T) auf zu M 1 und M~. 
Nach dem ersten Teil k6nnen wir den induzierten Hom6omorphismus 
~Ps : Ms --' M~ in einen fasertreuen Hom6omorphismus deformieren, und 
zwar geht das auch noch ffir den oben nicht erfal3ten Fall, dab Ms 
hom6omorph ist zu Torus x IntervaU, da wirja hier in die Voraussetzun- 
gen mit aufnehmen kfnnen, dab ~pllOM s fasertreu ist. - Nachprfifen 
der Argumente aus dem ersten Teil zeigt, dab wir die Deformation yon 
r so wiihlen k/Snnen, dab sie auf dM~ konstant ist: Also existiert die 
gesuchte Deformation von ~0. 
(5.6) Definition. Sei p: M ~ B ein S~-B/indel. M sei orientiert. 
7"1, ..., Tn seien die Randfl~ichen von M; wir versehen die Tj mit der von 
M induzierten Orientierung. 
(5.6.1) Ein Koordinatensystem in Tj ist ein Paar yon Homologieklassen 
[aj] und [b j] in H 1 (Tj), so dab [a j] und [by] von orientierten Kurven aj 
und bj in Tj repr/isentiert werden, und so dab gilt: 
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aj ist horizontal; bj ist vertikal; b~ und aj haben - in dieser Reihen- 
folge - die Schnittzahl + 1 in T~ (oder, was dasselbe ist: Schneiden wir Tj 
an bj w aj auf, so erhalten wir ein 2-Element, dessen von Tj induzierte 
Orientierung auf seinem Rand die Orientierung b~ aj b)- 1 a i  t induziert.) 
(5.6.2) Sind Koordinatensysteme in allen Randfl~chen von M gege- 
ben, so heiBen sie ein Koordinatensystem fur 0 M, wenn folgendes gilt: 
a) Es gibt eine Einbettung der Basis als Schnitt in M, so daft (als 
Punktmenge) O B = U aj. 
b) Ist B orientierbar, dann sind die bj ,,gleich orientiert", d.h. in M 
homolog. 
(5.7) Lemma. Zu den unten angegebenen Anderungen eines Koordi- 
natensystems gibt es Hom6omorphismen yon M auf sich (orientierungs- 
umkehrend in den beiden ersten Fiillen, orientierungserhaltend i  den 
~brigen), die diese Anderungen i duzieren. 
(5.7.1) bj--, -b f i  aj ~ +aj ;  ffir allej. 
(5.7.2) bj-~ +bfi aj ~ -a f t  ffir allej. 
(5.7.3) b~ ~ -b j ;  a i ~ -a f t  ffir alle j .  
(5.7.4) Wenn B nicht-orientierbar ist,b t ~ - bl ; at --+ - ax ; bj ~ + b i; 
aj--* +aj ;  f f i r j>2. 
(5.7.5) b l~bz ;  al ~a2;  bz~bl ;  a2~a~; b j~b j ;  a j~a j ;  f f i r j>3.  
(5.7.6) bj -:, bj; ffir alle j ;  [al] ~ [al] + [bl]; [a2] ~ [a2] - [b2]; a~ ~a j ;  
f f i r j> 3. 
Beweis. zu 1) Wir betten die Basis als Schnitt in M ein. Sei U(B) eine 
reguliire Urngebung von B in M, deren Durchschnitt mit jeder Faser 
aus einem Bogen besteht. Sei F= (O U(B) -~ M). Wir k6nnen B und U(B) 
so w~ihlen, dab jede der Kurven ay eine Randkurve von F ist: Der ge- 
suehte Hom6omorphismus spiegelt jede Faser so, dab ihr Durchschnitt 
mit F fest bleibt. 
zu 2, 3, 4, 5) Zu einem gegebenen HomSomorphismus yon B auf sich 
gibt es einen Hom6omorphismus von M auf sich, der diesen induziert: 
dazu genfigt es zu bemerken, dab sich fiber einem Weg yon B die Faser- 
orientierung enau dann umkehrt, wenn sich liings dieses Weges die 
lokale Orientierung von B umkehrt. 
Sei B' eine geschlossene Fliiche, und seien D~, ..., D, 2-Elemente in 
B', so dal3 B ' -  U Dj hom6omorph ist zu B. Ist B orientierbar, dann sei B 
so orientiert, dab in jedem der aj die richtige Orientierung induziert 
wird; das ist mSglich nach den Bedingungen aus (5.6). Ist B nicht- 
orientierbar, so sei jedes der D i so orientiert, dab es in aj die falsche 
Orientierung induziert. 
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Sei M' ein S1-Bfindel fiber B' (mit orientierbarem Totalraum), in das 
B' als Schnitt eingebettet ist; ein solches existiert. Es ist M ' -p ' - l  (U/~j) 
~m.  
zu 5) Wir w/ihlen eine fasertreue Isotopie von M', die B' in sich 
bewegt, und deren Beschrgnkung auf B', D~ und D2 vertauscht. Wenn 
B' nicht-orientierbar ist, k6nnen wir das so einrichten, dab der End- 
zustand auf D~ wD2 einen orientierungserhaltenden Hom6omorphismus 
induziert. -- Die Beschr~inkung des Endzustandes der Isotopie von M' 
auf Mis t  der gesuchte Hom6omorphismus. 
zu 4) Sei k eine Kurve in B', die D I in einem Bogen und kein anderes 
der D i trifft, so dab sich 1/ings k die lokale Orientierung von B' umkehrt. 
Wir w/ihlen eine Isotopie von B', die D 1 einmal 1/ings k herumffihrt und 
die fibrigen Dj festl~iBt, und eine fasertreue Isotopie yon M', die die 
angegebene Isotopie von B' induziert" Deren Endzustand induziert auf 
M den gesuchten Hom6omorphismus. 
zu 2, 3) Ist B nicht-orientierbar, dann ergibt Anwenden von (4) auf 
alle Randfl/ichen (3); (3) und (I) ergibt (2). 
Ist B orientierbar, dann sei tO ein orientierungsumkehrender Hom6o- 
morphismus von B'. Wir dfirfen annehmen, dab q~(Di)=D j, da wit das 
durch eine Deformation erreichen k6nnen. Sei ~: M ~ M ein fasertreuer 
Hom6omorphismus, der B in sich iiberftihrt, so dab ~b[ B=tOlB. Je 
nachdem ~b die Orientierung erh~ilt oder nicht, haben wir (3) oder (2). 
zu 6) Sei l ein Bogen in B, der p(T 0 und p(T2) verbindet. Sei l x l  
eine regul/ire Umgebung yon 1 in B; txIc~OB=alxI ;  l=Ix 1/2; ffir 
x=Inp(T1) sei x x0~x x 1 die Richtung von al. Wir parametrisieren 
p -  1 (l x I) =l  x I x S 1 durch (x, y, z), xel, y~I, z~2~zI, so daB wachsendes 
z die Orientierung yon ba liefert. 
Der Hom6omorphismus ist (x, y, z) ~ (x, y, z + 2~y) auf p-  1 (1 x 1), 
und die Identit/it auBerhalb. Nach Konstruktion ist [al] ~ [al]+ [bl]; 
wegen der Orientierungsbedingung aus (5.6.1) ist ~[a2] ~e[a2]-e[b2], 
mit z = + 1 oder - 1. 
(5.8) Lemma. Sei p: M ~ B ein SI-BiindeL B sei nicht das 2-Element 
oder der Kreisring. 
(5.8.1) Ein Hom6omorphismus yon M auf sich fithrt ein Koordinaten- 
system fitr a M wieder in ein solches fiber. 
(5.8.2) Ein beliebiges Koordinatensystem fitr O M kann aus einem vor- 
gegeben durch Anwendung der in (5.7) angegebenen Hom6omorphismen 
erhalten werden. Geh6ren die beiden Koordinatensysteme zur gteichen 
Orientierung yon M, so braucht man nut orientierungserhaltende Hom6o- 
morphismen anzuwenden. 
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Beweis. zu (5.8.1) Wegen (5.5) gentigt es, die Behauptung f/Jr faser- 
treue Hom6omorphismen nachzuweisen: daffir ist sie aber nahezu 
trivial. (Ist der Hom6omorphismus orientierungsumkehrend, dann gehSrt 
natfirlich das zweite Koordinatensystem zur umgekehrt orientierten 
M annigfaltigkeit.) 
zu (5.8.2) Sei [a j], [bi] das vorgegebene Koordinatensystem und 
[a~], [bj] das andere. - Da der Hom6omorphismus (5.7.5) Randfl~ichen 
vertauscht, dfirfen wir annehmen, dab gleich numerierte Paare in der- 
selben Randfl~iche liegen. 
Es ist [b~] =ej [b j] (diese und die folgenden Homologien sind Homo- 
logien in Tj). Ist B orientierbar, dann ist ~1 . . . . .  en; also dfirfen wir nach 
(5.7.3) annehmen, dab e i= l  ffir alle j. Ist B nicht-orientierbar, dann 
dfirfen wir nach (5.7.4) dasselbe annehmen. 
Es ist [aj]=aj[a~]+flj[bi]; da sowohl [aj] als auch [a j] mit [b~] =[bj] 
die Schnittzahl + 1 haben, ist a i=  _ 1. Ist eines der a j=  - 1, dann auch 
alle andern, und die beiden Koordinatensysteme geh6ren zu verschiede- 
nen Orientierungen yon M; wir wenden dann (5.7.2) an. Also nehmen 
wir an, [a j] = [ai] + flj [b j]. 
Mit Hom6omorphismen (5.7.6), die wir jeweils an der j-ten, j#  1, 
und 1-ten Randflache ausffihren, erreichen wir, dab fl~ =0 ffir j>  2. Wir 
behaupten, dab dann automatisch auch fll =0 ist: Wir konstruieren M' 
aus M dadurch, dab wir an T2, ..., Tn Vollringe V2 . . . . .  Vn so ankleben, 
dal3 aj. Meridiankurve auf d Vj wird, j=2 ,  ..., n; dann ist auch aj Meri- 
diankurve auf ~ Vj. Also gibt es eine solche Einbettung der Basis als 
Schnitt in M',  dab al, und eine solche, dab at ihre Randkurve ist. - Ist 
die Basis yon M'  orientierbar, dann ist ker(H t(t3M') ~ H1 (M')) frei 
zyklisch und wird erzeugt von al bzw. at. 
Ist die Basis von M' nicht-orientierbar, dann sei M"  die zweiblattrige 
Oberlagerung von M', mit orientierbarer Basis. Ober (al, b~) liegt ein 
Koordinatensystem ffir aM" :  (c 1, dl), (c2, d2); vonder  Decktransfor- 
marion wird (c l, d~) auf ( -c2 ,  -d2) abgebildet. Entsprechend liegt fiber 
(a~, hi) ein Koordinatensystem ffir dM":  (c'1, dr), (c[, d2). Es ist [c~]= 
[cl]+fll[dl] und [c'2]=[c2]+fll[d2]. Mit Hom6omorphismen (5.7.6) 
konstruieren wir ein Koordinatensystem (c~', dl), (c[', d2), so dab 
[c~'] = [c~] +/31 [dl]= [cl] + 2ill [dl] 
[c71 = [c~] - /~  [a~] = [cal. 
Es folgt, dab fll =0. 
Das Literaturverzeichnis folgt in Teil II dieser Arbeit, der im Band 4, Heft 2 er- 
scheinen wird. 
( Eingegangen am 24. Februar 1967) 
